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ФУНКЦИЈЕ

Г л а в а  п р в а

1. Посматрајмо R i с с a t i - еву једначину каноничког 
«облика

= Ф W (i)
si извршимо у н>оЈ смену функиије

Qz
(2)

[Q = Q W ^ 0 ]
•остављају^и исту независно-променљиву х.

Једначина (1) тада добија облик

^ A ( x ) z 2 + B( x ) z+C( x ) ,  (3)

где коефицијенти А, В, Симају вредности1)

А ( X )=

В ( х ) ~

Ф -  (Г -  Q2
Q ’ 

2Ф - Q ’ 
~ 0 ~ ’

с  ( Х )  =
ф_

<?·

(4)

*) Претпоставља се да функција Q(x)  није једно партикуларно 
решење једначше (1), тј. да je

о.
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Нова смена функције 
1 1 i А’ В+2 А Л

своди једначину (3) поново на канонички облик1)

1 г +^ - ф· « ·
где je

Ф ,(, ) 4 в > 4

+ 2 В А 2 А А С '

(5)

(6)

( V

На основу образаца (4), место релација (5) и (7), може 
се написати2):

z Φ _ ρ '_ ρ ^ Λ (8)

QQ" -  ρ Φ '+ 2 ρ 2Φ-2(?,2+ 4 ρ 'Φ - 2 Φ 2 
+ 2(Ф - Q -

О" -  Ф'Ф1(^) = Ф + ̂ - ^ -  (9)

з ( Φ - ρ ' - ρ 2)'2 
+ 4 ( Φ - ρ ' - ρ 2)2

1 ( Φ - ρ ' - ρ 2)"
2 Φ - ρ ' - ρ 2

Φ - ρ '  ( Φ - ρ ' - ρ 2)'
+ ρ  Φ - ρ ' - ρ 2 ·

г) Д етаљ није ο  овим трансф орм ацијам а видеши:
Д . С. М и т р и н о  в и fc, Иеколико ст авова о R i  с  с a t i-eeoj 

ди ф ерещ щ алноi једначани (Глас Српске академије наука , књига 181, 
1989, стр. 171—236. Н арочито видеши  стр . 187— 188).

2) Н а п р ед  je већ  претп остављ ен о д а  je

Φ-O '-Ö 2 ·̂ о,
jep  иначе ф ор м ул е (8), (9) и (10) не би имале см исла.
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Трансформације (2) и (8) могу се скупите у једну: 
тј. релација

(Φ-Q'-Q2)/ 
Q ( y -

(10)

ρ ρ " - ρ φ '+ 2 ρ 2Φ - 2 ρ ,2+ 4 ρ 'Φ - 2 Φ 2 
+ 2 ρ (Φ

везује интеграле /  и y t R i c c a t i -евих једначина (1) и (6) 
које су дате у каноничком облику.

Ако je /  опште решење диференцијалне једначине (1), 
тада je функција y it која je дефинисана формулой (10), 
опште решење једначине (6).

Наиомена. Полазећи од идентитета:
- (QQ"-  <?Ф' + 2QФ - 2Ç'2 + 4ρ'Φ -2 Φ*)
B Q(Φ -  Q  -  Qy + 2 (Φ -  Q')(Φ -  2),

релација (10) може ce овако написати:

Λ  = ( o - Q '- Q 2)^  
Q- ( y  -  Q)

(11)

1 (Φ - Q ' - Q 2)' Φ -О '
2 Φ - ρ ' - ρ 2 + q  ·

Из последње релације излази:

где je

αΡ ι+ β  
у / ι  +  δ ’

ά = 2 ρ ( Φ - ρ ' - ρ 2),

(12)

β = ρ  (Φ -  ρ ' -  ρ 2)' + 2 (φ  -  ρ ') (φ  -  ρ ' -  ρ 2), (13)
γ = 2 ( Φ - ρ ' - ρ 2),
δ -  (φ  -  ρ ' -  ρ 2) '+ 2  ρ  (φ  -  ρ ' -  ρ 2) .

2. Трансформацијом (12) може ce прећи са једначине 
(1) на једначину (6). Обрнуто, трансформацијом (11) прелази 
се са једначине (6) на једначину (1). Трансформација (12), 
у којој су коефицијенти

α, β, γ ,  δ
дефинисани формулама (13), има особину да задржава 
облик једначине (1), тј. посматрана трансформација претвара 
канонички облик R i с с а t i-еве једначине поново у канони- 
чки облик.
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Поставимо сада проблем о R i c c a t i -евих 
једначина каноничког облика koje ce ûpeiïieapaiy y  себе саме
сменом функције (10), тј. koje у  на посматрину
смену (1Ô) остају инваријантне* 1).

Условна једначина овог проблема je:
Ф , (X)  -  i .  ( х )

й тада једначине (1) и (6) постају

dy Ф(*)>dx

dx  у  i ■Φ (X)

0 0

и разликују ce једна од друге само нотацијом непознате 
функције: у једној je непозиата функција означена са у, а 
у друroj са л  ·

Јасно je да je овде:
Λ  - у . 05) 

Услов (14), према обрасцу (9), постаје:
Q "-  ф' 3 (ф Q'-, Ç2)'2 

Q + 4 ( ф -  Q'- Q - y

1 (Ф -  Q' -  Q 2)"Ф - Q '  (Ф Q2)’
2 Φ - Q ' - Q 2 + Q Ф

!) Р. A p p e l l  у расправи S u r  d e s  éq u a tio n s d if fé r e n t ie l le s  lin é a i­
r e s  tra n s  f o r m a lle s  en e lle s -m e  m es p a r  un changem ent d e  fo n c tio n  e t d e  
va ria b le  (A c ta  m a th em a tica , t. 15, 1891, p. 281—315; ви д ет и  нарочито 
стр. 283 и стр. 315) дефинише појам трансформовања диференцијалних 
једначина у себе саме за једну смену функције и независно-променљиве.

В и дет и  такође:
Vj A. Buhl ,  N o u vea u x  É lém en ts  d f A n a lyse , t. I, deuxième édition 

Paris, 1944, p. 132.
Овде B u h l  дефинише појам о инваријантности једне диферен- 

дијалне једначине за дату трансформанију промешьивих и наводи као 
пример D’AÏ e m b e r t-ову парцијалну једначину 11 реда 1

1 д*<јг
д х 2 +  д у 2 o z 2 с2 d t2 ~ (c=const)

која je инваријантна, тј. претвара се у себе саму, за L о г е n t z-ову 
трансформацију независно променљивих. Овај факат игра значајну 
улогу у Математичкој физици.

2° D. S. Mi t r i  η о v i t e  h, S u r  une équation  d if fé r e n t ie l le  lin éa ire  
d u  seco n d  o rd r e  tr a n s fo r m a lle  en e lle-m êm e. (  C o m p tes ren d u s d e  Г A ca d é ­
m ie  d es  sc ien ces d e  P a n s , t. 228, 1949, p. 1188— 1190
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Диференцијална једначина (16) спада у тип једначина

Према томе, једначина (1б) je неодређена диференци- 
јална једначина са две непознате функције Ii

али у којој не фигурише експлицитно независно променљива х.
Поставийемо ова два проблема:
Први проблем: Дата Q (x) kojy Кемо 

з в ’ати карактеристична функција R i с с at i-евој
једначини; наћи функрију Ф (х) koja je дефинисана диферен- 
цијалном једначином  (16);

Други проблем: Дат а je функцща Ф (л); одредити 
карактеристичну функци/у Q (х) koja je дефинисана једна- 
чином (16).

3. Када je дата каракгеристична функција Q (х), једна- 
чина (16) спада у тип диференцијалних једначина облика

G(x, Ф, Ф ' , Ф " ) = 0 .
Могло би се помислити да стварно одређивање функ- 

ције Ф ( x ) поставља веће тешкоће него сама интеграција 
полазне јед начине (1). Али, у ствари, ни je такав случај и 
то ћемо одмах показати.

Уведимо ознаку

Једначина (16), водећи рачуна о релацији (17), постаје

^(Φ,Φ',Φ"; Q, Q\  = 0 .

Φ Ο ), Q W

Φ - Q ' - Q 2 = t, (17)
одакле излази:

Ф' - Q "  = t' + 2 Q Q .

(18)

Уведимо сада нову функцију q помоћу формуле
t =efi\dX' (19)
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Диференцијална једначина (18) добија тада вид

§ - | η · - 2 0 η  + 4 0 '- 0 . (20)

Последња једначина припада класи R i c c a t i -евих 
једначина.

Испитивањем ове Једначине се: да je функција 

η - - 4  Q
једно партикуларно решење једначине (20).

На основу овог резултата одређује се опште оешење 
једначине (20) у облику:

2e~2fQdx
0 - - 4 Q  + .....Џ  ----- -, (21)

K - j e- lia a *dx 
где je К  интеграциона константа.

Полазећи од релације (19), се добија помоћу формуле 
t  = exp f  x\dx (22)

-2J  Q d x

= exp

Пошто je
i ~ i Q d x + i f T p

dx

ε ‘ f q t x dx

/ „  - 2  C Q d x2e Jdx - 2  \

У ^ Г - ï f i , , ------ 2 1 « [ К - ј е  dx  j + Const,
r \  1 Ќ CLX

« - S
за t  налазимо

t = Kt e- 4 f Q d x

K - S e - ‘f q i ‘ dx
(23)

где je Κχ нова интеграциона консганта.
Према релацији (17), функција Ф има облик

—i f  Q d x

Ф C*) = Q '+Q 2+/ Κχ е

K - l ·
-2 J  Qd x

dx
(24)

Први од ироблема формулисаних у  % 2 ове расправе 
решен je  обрасцем (24).
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4. Kao последица услова (14), чији je развијен облик 
дат релацијом (16), добија ce

Ух“ У- (25)
Решења једначина (1) и (6) везана су релацијом (10) , 

која с обзиром на услов (25) постаје
2 (Ф -  Q' -  Q2) у 2 ч- (Ф' -  2 (25)
+ ( ρ ρ " - ρ Φ , + 2 ρ 2Φ - 2 ρ ,2+4<5, Φ - 2 Φ 2) = ο.

Ако ce y једначину (26) унесе вредност за Ф дефини- 
сана обрасцем (24) и тако формирана једначина реши по у, 
добија се, после заметних израчунавања:

f i - Q -

У п - Q -

ω 1 e
- 2  f Q d x

К-Ј
—2 j Q dx

e J

(u2e- 2  f Q d x

K - S e - 2fQ- d x  ’

где су ωχ и ω2 корени једначине
ω2 -  со -  Κχ = 0

(27)

решене по ω .

5. Напред добијени резултати могу се овако резимирати: 
Став. R i c c a t i -ева диференц

dy
dx

+ y*= Q' + QZ + K, e
- i f  Q dx

« S e - ‘fQ “ dx*

[ Q = Q (x),K = Const, K 1 = Const]
трансформује ce y  себе саму сменом

τ = ρ+ Κχβ
- i f Q d x

( κ - f e - ^ d x j
-2 f Q d x

Ух - Q -
K - j e - ‘f Q t ’ dx

где je y 1 нова неиознаша функција.

Уочена диференцијална једначина je интеграбилна, јер 
.су позната два: њена партикуларна решења (27).
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6. Да би формуле биле једноставније, место произвољне 
функције Q увешћемо другу функцију од. Ставимо

<?(·*) = γ ,

где je
λ = λ (*),

Будући да je тада

exp [ - 2 Ј Qd x j  = ^ ,

има ce

У изразу за функцију Ф фигурише сада само једна 
квадратура.

Место функције λ (х) уведимо нову функцију μ. (х) 
помоћу формуле

Ј_ = р/
λ2

λ =(μ0 2 , '
одакле следује:

_ з _

λ' = - γ ( μ Ί  2 F·".

_Α __з
λ"= 4 (^ ')  2 (ν")2- γ ( ν ' )  V ",

• ν '
λ  4 I μ' I 2  μ' '

Према томе, за Φ налазимо:
1 μ'" , /fi μ'2
2 μ ' + ( / ( - μ ) ? ·
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Партикуларна решења (27) имају сада облик:

/С- μ ’

μ'
/С- μ ’

(28)

где су со, и со2 решења једначине
ω2 -  ω -  /С, =  0.

На основу ■ изложеног став, наведен у § 5, може се 
формулисати и на следећи начин:

Диф ерещ щ ална

ày_. „2 v!1a Кг У·"
с1х У 4 1 μ' I2  μ' + (/( — μ)2 ’ (29)

где су: μ ма каква функција променљиве а и /С, ма 
какве константе, инваријантна je односу на трансформа- 
цију функције

У =
1

1 μ"
/С- μ

где je / ,  нова функција.

(30)

На крају, ако се стави
/С -  μ = Θ (х),

/С, = а = Const,'
релације (28), (29) и (ЗОј имају респективно ове облике:

1 9" 9'
■У/ = 2 Т

1 9" 9'
У п ~ 2 -Θ- + “2 9

(31)

c/μ „ 3 / 9" \2 1 θ'" , θ' \2
“ 4 1 9' ) 2 Ί Γ + α {τ ) ;

1 9" /
______  P f

θ' V2 1
У 2 θ' + α 1 θ ] ' 1 θ" _!_____ θ' ’

2 θ' Θ
где су ш, и ω2 корени једначине

ω2 — со — а = 0.

(32)

(33)
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/

Из претходног се види да смо у релацијама (28), (29), 
(30), могла узети да je ■

К - б  ,

а да тиме не умањимо генералност резултата.
7. Напред излажене чињенице омогућавају да се фор- 

мулише овај.
Став. R i c c a t i -ева диференци једначина

dx у  4
3 / θ" I*

2
, θ'■+ α -Γ

(α = Const φ 0)
шрансформује ce ν се:е саму сменой функцще

1 θ" / Θ' \2 1
2 θ' + α  θ 1 θ" б' ’

У1 + 2 ~ΘΓ ~ Θ

(34)

тј иосмашрана једначина ocuia e инваоијаншна и има облик
Θ"_ ?
~θΓ I

1 θ'" , θ' ,2
2 - Ί Γ  + α ( τ )  ·

θ je произвољна функција променљиве х, али се прет· 
поставља1):

1° непрекидност функције 6 у једном посматраном 
интервалу променљиве х;

2° егзистенција извода, који ce појављују y формулама, 
и то у истом интервалу променљиве х;

3° Θ (х) ф Const.
Узевши у обзир партткуларна решења (31), опште 

решење једначине (34), у случају када je а ф  гласи:

1 θ" θ' ρ
2 ΊΓ 0,1 ·θ J

(ω2 α,ΐ) -~äx7
1 θ"

У + Τ  θ' ~ 0,2 τ

- =  М е

J) Ha аналогичан начин напред je преЬутно претпостављена: непре­
кидност функција

Q(x), λ(χ),  џ(х)
и егзистенција њихових извода у интервалу непрекидности. Овим усло- 
вима треба додати један допунски услов сличая ономе горе под 3° за 
функцију Θ (х).
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"TJ-
Θ''--ω , Θ

У +
1 Θ"
2

-  eu,
θ'

2 T
Λίθ

CÜ2— Cüj

( M  = произвольна интеграциона константа). 
Будући да су со* и со2 решења једначине

ώ 2  -  eu  -  α  =  О ,

можемо ставити
ω, (Ui, I =  V 1 + 4 α .

Карактеристична функдија коју смо увели у § 2 
изражава се, помоћу функције Θ (х), према формули

< ? ω - :
1 μ''
2 μ ' : Ύ

Горе наведены став иошиуно решава ирви проблем  
пост авлен у  § 2, јер je нађена најопштија функција Ф (х) ·.

Λ  ,  s 3  / θ "  \2 1 θ '"
® (χ ) 4 ( θ ' ' °' +  α

θ' \2 
~6

koja одговара ироизвољној каракшерисшичној функцији

-L —Q( x) односно

8. Поставља се сада питање које je већ формулисэно 
у  § 2 (други проблем), да се за дато Ф ( ) нађе Q (х) 
дефинисано Ј‘едначином (16). По Q једначина (16) претставља 
диференцијалну једначину трећег реда.

Ako бисмо успели да решимо тај проблем, значило би 
да смо полазећи од дате R i c c a t i -еве једначине

%  + j2=φ (χ)
(Φ = дата функција променљиве 

нашли Q, тј. смену

y = Q +
Φ -  Q' -  Q2___________

Л + у [ М Ф - С '- < 2 2)]' + $

(3 5 )

Годишен Зборник* 12
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која једначину (35) претвара у једначину

тј. трансформује je у себе саму.
Неравно, да тај проблем не можемо решити с обзиром 

на познати L i o u v i l l e -ов став.
У ствари, овде je проблем интеграције R i с с a t i-еве 

једначине сведен на изналажење партикуларних решења 
једначине (16), где je Ф(дг) дата функција.

Г л а в а  д р у г а

9. У претходној глави у једначини

извршили смо смену функције
Q

У =

(36)

ζ + Ι · <37>
Сада ћемо поћи од смене функције општијег облика 

Q z + R
У — (38)ζ+Τ’ 

где je z  нова непозната функција и где су
Q,R, Т

функције од X  такве да je
Q T - R r  0.

Диференцијална једначина (36), када се на функцији у  
изврши билинеарна трансформација (38), доби]а облик

% - . A { x ) r  + B { x ) z + C { x ) ,

где су коефицијенти А, В, С дефинисани обрасцима:

(39)

А (х
Φ _ ρ ' _ ρ 2

Q T -1 T ~
О  _  2 ГФ  -  2 Q R +  Q Г  -  Q  T - R'  
Ö{X) Q T ^ R  »

С (*) = Τ Ζ φ - R z  + R T ' - R ' T  
Q T - R

(40)
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R i c c a t i -ева једначцна (39), ако се на функцији 
изврши линеарна трансформација

1 1 ,А '  , В  \
2 ' А У± 2 ( Л2 А ~)’

добија поново канонички облик 

где je
Ф /гч ( T < ü - Q R + Q r - # ) № - Q R - < ? T )

Л )  ( Q

(Ф -  Q’-ρ 2) ( Р Ф R T ' -  )
( Q T -

Q "T + Q 'T '-(T< t> y + (QRy  
Q T - R

Т Ф  -  QR -Q' t  (Ф -  Q1)'
+ Q T - R  ’

(4.1)

(42)

3
+ Т

Г (Ф  -  -  Q2)' Ύ
1 φ - Q ' - Q *

1 <■—
“S Θ 1 <5 1 О со

2 Φ - Q ' - Q *  ·

10. Потражимо услов да би једначина (36) остала 
инваријантна када се на функцији у  изврши билинеарна 
трансформација (38), у којој je z дефинисано формулой (41), 
где су коефицијенти

А ( х ) , В ( х )

дати формулама (40).
Тражени услов јесте једначина (43) у којој још место 

Ф ј ( X ) треба ставити Ф (z) .
Из једначине (43), где je ставлено

Фг = Ф,

12*
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после извршења простих али заметних трансформација1) 
добија се једначина доста једноставног облика

Q")~ 2 Q' ( Φ -Q')(44)
3 (Φ - Ç ' - Ç 2)'2 

+ 4 Φ -Q ' -  Q2

- у ( ф - 0 '- < 2 Т  = о. 1

Kao што ce види, функције и уопште ce не поја- 
вљују у једначини (44). Стога неће бити умањена генерал- 
ност резултата коме ce тежи, ако ce стави

1° R  =  0, 7 = 1 ,  Q r  0 ;

или
2° R  = 1, 7 = 0.

У обадва случаја задовољен je услов 
Q T - R ï 0

под којим су изведене претходне трансформације·
Први од наведених случајева већ смо имали у првој 

глави ове расправе. Други случај допушта и могућност
ρ  = ο.

11. Ако се, као y претходној глави, стави 
Ф  -  Q '  -  Q* - 1,

1) К оеф ицијенти у з  R' и V  идентички сеа н у л и р а ју . К оеф ицијент  
у з  Г 2 je

Ç  [Q (Ф'-  -  2 0'(Ф-<?')],
г д е  je

A ~ ( Q T —/?)2.(Ф -  Q’~ Ç 2). 

Коеф ицијент у з  R T  је ст е  и зр а з:

К оеф ицијент у з  R 2 je облика

X  [<? (ф' -  <?") -  2 <7 (ф -  
Т а к о  једначина (43), праћена у сл о в о м

Φι=Φ,
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диференцијална једначина (44) постаје

2Q' -- V \2 1 t"_  .
т  +τ τ - <?τ - ° ·

а та једначина идентична je једначини (18).
Уосталом, једначини (16) може се дати облик (44) под 

претпоставком да je
Q ï  0.

У једначини (16) извршимо ову трансформацију:
Израз

Q"-Ф' Ф -  Q'(Ф
Q + ρ  Φ - ρ ' - ρ 2

постаје
- 2 ρ ρ ' ( Φ - ρ ο  ρ 2(ρ"-Φ ')

ρ  (Ф -  ρ' -  ρ 2)
Ακο je ρ^Ο, има ce:

ρ" -  Ф' Φ - Q'(Φ - ρ2)' 
ρ  + ~ ρ  Φ -  ρ' -  ρ 2 ( « )

_ ρ ( Φ '- ρ " ) - 2 ρ ( Φ - ρ ')
φ - ρ' - ρ2

Релација (44) може се написати на следећи начин:
ρ ( Φ ' - ρ " ) - 2 ρ '(Φ -ρ ') з (Φ -ρ '-ρ 2)'2

Φ - ρ ' - ρ 2 4 ( Φ - ρ ' - ρ 2)2 α46>
1 ( Φ - ρ ' - ρ τ
2 φ _ ρ '_ ρ 2  υ ·

узима облик

1  [ρ (Φ'-ρ") - 2 ρ' -  ρ')] ,2
з (Φ -ρ '-ρ 2)'2 

+  4 (φ  -  ρ' -  ρ2)2
1 (φ_ρ'-ρ2)" η
2 Φ -^ '-Ο 3

П ош то je
QT-R r  0,

п о сл ед њ а  једначкна с е  с в о д и  на (44).
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Ако се узме у обзир идентитет (45), закључује се да 
су услови (16) и (44) односио (46) еквивалентни ако je Ο­

Υ случају ако je Q = 0, тада расматрања y првој глави 
не важе. Услов (44) за 0  = 0, постаје

а то je случај који je проучавао М. Куре нс кий1); на 
томе случају нећемо се задржавати.

12. У |едној новој расправи пооуч. ћемо, на општијќ 
начин, питање о инвариантности R i c c a t i -еве једначине

за трансформацију облика
_ _  0 ( x ) z  +  R ( x)

{ Q T - R S i  Oj
и показаћемо исто таьо да се проблем из ове расправе 
може довести у везу са појмом wyûe тоинсформација и ca 
општом теоријом инваријаната диференци,алних једначина.

д. с. китринович

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ УРАВНЕНИЙ Р И К К А Т И ,  
ПРЕОБРАЗУЕМЫХ В САМИХ СЕБЯ

В этой статье, между прочим, доказываем следующую теорему: 
У р а в н е н и е  Р и к к а т и

1) М. К о u г е п s k у, Sur Гéquation de Riccati ( Rendiconti délia 
R . Acaaemia dei Linceit Classe di Scienze fisiche, matematiche e natu­
rali, sérié sesta, vol. 9, 1929, p. 956—957J.

2 ф ф "  - 3 Φ ' 2 = 0,

- £ - A { x ) ï *  + B{x)y  + C{*)

(Вывод)

(R)

(a = const ψ 0)
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п р е о б р а ж а е т с я  в с а м о  с е б я  п о д с т а н о в к о й  ф у н к ц и и

1 Θ"
, Ј_Г 6'*

2 θ' T

г я е  θ (χ)  п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ц и я  о т  х  [Q{x)fb  c o n s t] , н е п е -  
р е р ы в н а я  и и м е ю щ а я  т р и  п е р в ы е  п р о и з в о д н ы е .

О бщ ее реш ение уравнения (/?) д а н о  реляцией!

1 6'
^ 2 ? “ ωΓ0

1 Θ" 7Г' = М 4ω2~ω1

г д е :
М = п р о и зв о л ь н о е  п остоян ное, 

ü>i , аз2=корн и  уравнения  

ω2 — ω — а — 0.

Đ. S. MIJRINOVITCH

SUR UNE CLASSE D’ÉQUATIONS DE R I C C A T Î  INVARIANTES 
RELATIVEMENT À UN CHANGEMENT DE FONCTION

{Résumé)

1. O n co n sid ère  l ’équation  d ifféren tie lle  de R i c c a t i  s o u s  la form e  
can o n iq u e

| + / = ф Й . (1)
e t  Гоп e ffectu e  sur la fo n ctio n  in con n u e y  la  su b stitu tion  b ilin éa ire1)

2(Ф - Q ' - Q 2f
^ Q  + 2 (Φ - Ç r -  Ç>2) ( Λ + ( ? ) + ( Φ  - Q -  O 2)' ’ (2)

o ù 2):
1° Q  n ’e s t  pas une so lu tio n  de l’équation  (1)] s ig n ifie

une fo n c tio n  arbitraire de x,  con tinue e t dérivable;
2° y x e s t  une n o u v e lle  fo n ctio n  in con n u e.
L’équation  de R i c c a t i  (1) se  tran sform e a lo rs  en

d£ + y \ =  Φ ι Μ .· ( 3 )

1) Voir:
u . S. Mi t r i  n o v i t e  h, Q uelques p ro p o s itio n s  re la tiv e s  à V équation d iffé ren tie lle  

de  R i c c a t i  (B u lle tin  de VA cadém ie serbe d e s  sc iences, série A, t. 6. 1939, r>. 132-135).
2; Dans cette étude, les accents marquent des dérivées prises par rapport à la 

variable x.
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avec
0 " -Ф '

Φι ( х ) = Ф + У  g  (4 )

з (Ф -(у-ду2 
+ 4 (Ф-(?'-(?2)2

ΐ(Φ -ρ '- -ρ 2)"
2 Φ - Ο ' - Ç 2

, Ф- Q ' (Φ -Ο '-ρ 2/
+ ρ Φ - ρ '- ρ 2 ·

De la relation (2) il s ’ensuit que 

_ (Ф -< 7 - (? 2).Г

ρ ρ " _ ρ φ' + 2ρ2 φ -2 0 '2 + 4 Ο 'Φ -2 Φ 2  
+  " 2 Q (0 -Q '-Q 2 )

(ϊ)

La relation (2), c’est-à-dire la relation (5), relie les intégrales 

y ( x )  et y x (x)
des équations de R i c c a t i  respectives (1) et (3), données sous la forme 
canonique.

La transformation (5) a donc pour effet de conserver la forme de 
réquation (1): en fait, il existe des transformations changeant des formes 
déjà canoniques en d’autres formes canoniques.

IL On propose le problème de déterminer des équations de R i c-  
c a t i  se transformant en elles-m êm es par le changement de fonction 
(5). En d’autres termes, on cherche des équations de R i c c a t i  qm 
restent invariantes relativement à la transformation (5).

Si Гоп compare l’équation (1) avec (3), on fournit la relation

Ф(х) = Фг(х) ( )
comme l’équation du problème proposé.

La condition (6) étant satisfaite, il s ’ensuit que

У±=У· (Ђ
La relation (6), d’après (4), prend la forme

Q " -φ' , δ (Φ-ρ'-ρ2)'2 1
'^“ ρ  4 (Φ -  ρ ' -  ρ 2)2 {0}

1 (φ_ ρ '_ ρ 2)" φ _ ρ '( φ _ ρ '_ ρ 2ν
2 φ _ ρ '_ ρ 2~^ q Ф- ρ ' - ρ 2 υ*

L’équation (8) rentre dans le type d’équations de la forme

F (φ , φ ', φ "; ρ, q \  ρ", ρ"')=ο,
donc c'est une équation différent;el(e indéterminée à deux fonctions 
inconnues Ф et Q, mais dans laquelle ne figure pas explicitement la 
variable indépendante X.
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O n p eu t p ro p o ser  c e s  deux q u estio n s:
1° O n don n e la  fo n c tio n  Q yc) qui se r a  n om m ée: fonction  caracté­

ristique  a s s o c ié e  à 1 équation  de R i c c a t i  (1); il faut trouver la fo n c ­
t io n  Ф (.x \  défin ie par l’équation  (8), qui e s t  en Ф du se c o n d  o rd re;

2° On donne la fo n ctio n  Ф (*); il fau t trouver la  fo n c tio n  ca ra cté ­
ristique Q  (X), défin ie à l’a ide de l’équation (8) qui e s t  en  Q  du tro is ièm e  
o r d r e .x)

III. P our réso u d re  la  prem ière q u estio n , p o so n s

dans (8); on  ob tien t

= 0.

(9)

(10)

Par la n o u v e lle  su b stitu tio n

t=e
J \ d x

(q = u n e  n o u v e lle  fo n ctio n ), 

l ’équation  (10) s e  tra n sfo rm e en

1ch)
d x

-ГЃ-2 ρη+4 <7=0.

( l i )

(12)

i En a n a lysan t l’équation  (12), on  co n sta te  le  fa it im portant que la  
dern ière équation adm et co m m e in tég ra le  particu lière la fo n c tio n

4 i - - 4  Q.

La so lu tio n  g én éra le  de l’équation  de R i c c a t i  (12) e s t :

- 2  J'Qdx
4 = - 4 Q + - 2 e

K -  J e x p  ( - 2 / Q  dx) dx
(13)

o u  K  d é s ig n e  une co n sta n te  d’in tég ra tio n .

fourn it
S i l ’on  e ffec tu e  le s  c a lc u ls  ex ig ea n t le s  fo rm u les  (11) et (9j, on

Φ M  =  < 7 + Ç 2+ 7
Кг е

-  4 j  Q d x

£ K — J  e * p ( - 2  f  Qdx) dx  j 
K i  étant une n o u v e lle  co n sta n te  arbitraire.

(14)

En profitan t de la form e arbitraire de la  fo n ctio n  Q  (дг), on  peut 
f a r e  d isparaître dans la re la tio n  (14) le  s ig n e  de quadrature, en  la is s a n t

1) Dans ce résumé, on se contente de traiter la première question. Dans la même 
étude, écrite en serbe, on indique quelques remarques sur la seconde question.
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to u te fo is , to u te  la  gén éra lité  à la fo n c tio n  Q (x). P our e ffectu er  c e c i, 
p o so n s  to u t  d ’abord

o 4 ·
λ  φΟétant une fo n ctio n  arbitraire de x

La fo n ctio n  Φ ( x), défin ie  par (14), prend a lo r s  la form e

ф (ЈС)“ г +-
K\
ГK -  λ  dxλ*

(15)

Si Гоп in troduit une n o u v e lle  fo n c ticn  arbitraire μ ( x \  à l ’aide de 
la  re la tio n

1 ,

la  fo n ctio n  Φ ob tien t la form e

W  4 ( μ ' ]  2 μ '+(Κ-μ)2’
Si Гоп p o se  enfin

/ ( - μ = θ  (x), /Ci =  cc, CC= COnst φ  0, 

la  fo n ctio n  Φ, en vertu  de (16), prend la  form e d éfin itive:

(16)

Φ '* ) = -
1 θ'" / θ'

1 У + “ Т
L es fa its  m en tio n n és p lu s haut d onnent la  p o ss ib ilité  d’én o n cer  le 

résu lta t su ivant qui e s t  la rép o n se  à la prem ière d es q u estio n s p r o p o sé e s  
précédemment:

P r o p o s it io n . L’équation de  R i с c a t  i

d x y  ~4 θ'2  6' + α Ι θ (Π)
(α  =  C on st φ  0)

se  transform e en elle-même p a r  le changement de fonction  
1 Θ" / e' \2 1

1 2 θ' 6
y= ~~2Q'+a\ ~

où  Θ (x ) φ  c o n s t  désigne une fonction  arbitra ire  de x , continue et possédant  
les tro is  premières dérivées.

1
La so lu tio n  gén éra le  de l’équation  (17), dans le  ca s où  ν · φ - ~ ξ Ί e s t

-“i-
ô'

1 Θ" Θ'
=  ΜΘ

Cü2 — CÜJ

J'‘t"2 «r' œ,y
a v ec

M = c o n sta n te  d’in tég ra tio n ;  

œ1, œ2= l e s  rac in es de l’équation  

ω2 — a) — a = 0.
IV. En p ro p o sa n t de résou d re le  m êm e prob lèm e pour l’équation  

(1), en  partant de la  transform ation  b ilinéa ire  p lus g én éra le  que (2), on  
tro u v e  le s  résu lta ts  id en tiq u es à ceu x  déjà fou rn is dans ce tte  étude.


