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OPAICOCJIAB C. MUTPUHOBWH

OJEAHOJ KJIACKM RICC AT I-EBUXJEAO HAYHNHA
KOJE CY MHBAPUWJAHTHE ¥ OAHOCY HA JEAHY CMEHY
OYHKUWMJIE

naBa nps.a

1. Mocmatpajmo Riccati-eBy jegHauMHy KaHOHWYKOr
«0bvKa

=W (i)
Si M3BPLLIMMO Yy H>QJ CMeHYy iyHKuuje
Qz
@
[Q=QW~"0]

*OCTaB/bajy”™™M WUCTY HEe3aBUCHO-NMPOMEHSLMBY X.
JegHaumHa (1) Tapga nobuja o6nuk

NA (x)z2+B(x)z+C(x), (3)

roe KoeguumjeHTw A, B, @Bmajy BpegHocTUl)
A (X?CD- (r- Q2
Q ,
20-Q°
BOO~ _ gL )
¢ (X) = <_>

*) MpeTnocTaB/ba ce fa (yHkumja Q(X) Huje jeaHO nNapTMKynapHo
pewene jegHadwe (1), Tj. ga je

o.
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HoBa cmeHa cyHKUuje

1 1 iA’B
2 AN (5)

CcBOAM jeAHaunHy (3) NMOHOBO Ha KaHOHMYKM 061KI])

1r+N -« - (6)

roe je
®,(,)4 8> 14 (v
+2BA 2 A AC'

Ha ocHoBy o6paszaua (4), mecto penauunja (5) n (7), moxke
ce Hanucatn?):

Z o _p'_p"A (8)
QQ"- pP'+2p2P-2(?,2+4p'P-2P 2
+ 2(®-Q -

o1y =0+ R 7 ©

3 (P-p'-p22

+4 (®-p'-p22

1(®-p'-p2"

2 ®-p'-p2

®-p' (®-p'-

r) QeTa/mbHuMje 0 OBUM TpaHchopmauuMjama BUAELIN:

L. C. MuTtpuHoBwufc, WMekonnko cTasoBa 0 Riccati-eeoj

ondepewwantoi jegHayaHnm (Fnac Cpncke akagemuje Hayka, Khwura 181,
1989, cTp. 171—236. HapounTo BUAewmn ctp. 187—188).

2 Hanpep je Beh npeTnocTaB/beHO Aa je
®-0'-02n0,

jep wnHaue dopmyne (8), (9) n (10) He 6u mmane cmucna.
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TpaHcchopmauuje (2) un (8) mMory ce ckynute Yy jefHy:

Tj. penaumja

(®-Q*-Q3/

Q(y-
PP "-pO'+2p20 -2p 2+4p'D-2D 2
+ 2p (@
Besyje uvHTerpane / myt Riccati-eBux jegHaumHa (1) u (6)
Koje cy Aate Yy KaHOHUYKOM OO6JUKY.
AKo je / onuwTe pelwewe andepeHumjaiHe jegHadmHe (1),

Taga je gyHKuuyja yit kKoja je pgedumHucaHa copmynon (10),
onwTe pewlere jegHadmHe (6).

(10

HanomeHa. lMonasehn og vageHtuteTa:

- p <M+ p® 2C'2+4p
B Qe - Q- Q+2(e- W -
penayyja (10) mMoXke ce OBakKO Hanucatu:
_(0-Q'-Q 29"
Ny 0 (1)

1(® -Q'-Q2®-0
2 ®-p'-p2+ q

M3 nocnedwse penauuje mMsnasu:

aPi+p
ylt +98’ (12)
roe je
a=2p(®-p'-p2,
B=p (P-p'- pY+2(¢-p)(e-p'-p2, (13)
y=2(®-p'-p3,
O0-(¢p-p'-p2'+2p(p-p'-p3I.
2. TpaHcopmaupmjom (12) moxke ce npehu ca jeaHauvHe
(1) Ha jegHaunny (6). O6pHyTo TpaHcopmaumjom (11) npenasm
ce ca jegHauvHe (6) Ha jegHauuHy (1). TpaHchopmaymja (12),
Yy KOjoj cy KoedhunumjeHTH
a By o
pedmHucaHn chopmynama (13), vMa OCOOMHY pfga 3agpykaBa
065K jegHauvHe (1), Tj. NOCMaTpaHa TpaHchopmauuvja npeTsapa

KaHOHMYKN 06K Ric cati-eBe jegHauMHe MNOHOBO Y KaHOHWU-
UKN 06NUK.
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MocTasmmo caganpobnem o Ric
jefHaumHa KaHOHM4Korobnmnka koje ce Qpeiiieapaiy y cebe ceé
cMeHoOM (yHkunje (10), Tj. koje y Ha MocMaTpuHY

cMmeHy (10) ocTajy uHBapujaHTHe®).
YcnoBHa jegHadMHa OBOr npobrnema je:

@, (X) - i. (x) 00

M Taga jegHaunHe (1) wn (6) nocTajy
gy (*)>

dx yi-D(X)

M pas3/iMKyjy ce jegHa opf gpyre camMoO HOTauMjoOM Herno3Hare
dhyHKUMje: y jeoHOj je Heno3mata (PyHKUMja O3HadeHa ca Yy, a

y Apyroj ca n -
JacHo je ga je oBge:

A - y : 05)
Ycnos (14), npema obpacyy (9), nocrtaje:
QYo' 3 (b RG22
Q +4 (&- R -y
1 (®- Q- Q-Q" (P Q2

2 »-Q'-Q2 + Q ®

) P. Appell y pacnpaBu Sur des équations différentielles linéai-
res transformalles en elles-memes par un changement de fonction et de
variable (Acta mathematica, t. 15, 1891, p. 281—315; BugeTwn HaAPOUUTO
CTp. 283 un cTp. 315) gedhmHMLLE MojaM TpaHcopMoBarba AMtepeHumjanHmX
jegHaunHa y cebe came 3a jefHy CMeHY (hyHKUMje U He3aBUCHO-MPOMEH/bUBE.

BugeTwn TaKohe:

Vj A, Buhl, Nouveaux Eléments dfAnalyse, t. I, deuxiéme édition
Paris, 1944, p. 132.

OBge Buhl peduHuie nojav 0 WHBApPUjaHTHOCTM jefHe AndepeH-
OnjanHe jegHaunHe 3a faTy TpaHC(oOpMaHujy NPOMELUbUBUX U HABOAW Kao
npuvep D’Al em bert-oBy napumjanHy jegHaumHy 1l pega

Loy

ox2+ ny2 o0z2 c2 dt2 -~

Koja je wHBapujaHTHa, Tj. npetBapa ce Yy ce6e camy, 3a Lorentz-oBy
TpaHcthopMaLMjy He3aBMCHO MNpoMeH/bMBMX. OBaj (hakaT urpa 3HadajHy
ynory y MaTemMaTnykoj husnupm.

2° D. S. Mitrinovite h, Sur une équation différentielle linéaire

du second ordre transformalle en elle-méme. (Comptes rendus de FAcadé-
mie des sciences de Pans, t. 228, 1949, p. 1188—1190

(c=const)
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AnbepeHuyjanHa jegHaumHa (16) cnaga y Tvn jegHadvHa
NP, D D™ Q, Q\ =0.

Mpema Tome, jegHaumHa (16) je HeoppeheHa audepeHUV-

janHa jegHaumHa ca gBe HernosHate (hyHKuuje li
®0), QW

ann y Kojoj He churypuiLe eKCri/IMUMTHO He3aBUCHO MPOMEH/bUBA X.

MoctaBuiiemMo oBa AgBa npobnema:

MpBn npobnewm: JaTaQ (x) kojy Ken
3BATHU KapakTepucTUYHayHKLMNja Ricc at i-eBoj

jefHauuHun; Hahu gyHkpujy @ (x) koja je peduHucaHa paudepeH-
unjanHom jegHauynHom (16);

Apyrn npob6nem: [JaTa je ¢yHKuwa <P (n); oapeanTw
KapakTepucTuuHy dyHkun/y Q (x) koja je pedhmHucaHa jegHa-
ynHoM (16).

3. Kapa je gata KapakrepuctuyHa dyHkumnja Q (x), jegHa-
ymHa (16) crnaga y Tmn gudepeHupjasiHUX jegHaymHa obsmka

P, @ ',d " )= 0

Morno 6m ce noMucnuUTK ga cTBapHO ogpehmBare (YyHK-
umje @ ( x)nocrtaB/ba Behe Tewkohe Hero cama WHTerpaumje
nonasHe jeaHauvHe (1). Ann, y cTBapu, HWje TakaB crfiyyaj W
TO hemMo ogmax MnokasaTw.

YBeANMO O3Haky
®-Q'-Q2=t¢, a7

ofakne wnsnasu:

®-Q"=t+2QQ.

JepgHaunHa (16), Bogehn padvyHa o penaupjmn (17), nocrtaje
18)
YBeaumo cana HoBy (byHKUMjy g nomohy dopmyne

t =efi\dX" (19)
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AndepeHupmjanHa jegHaunHa (18) pobuja Taga By,
8§-|n--20n +40'-0. (20)

Mocnegwa jegHaumHa npunaga kiacu Riccati-eBux
jeoHauvnHa.
WcnuTueawem oBe JefiHaunHece: fa je gy

n--4Q
jelHO MapTuWKynapHo pewewe jegHauuHe (20).

Ha ocHoBy oBor pesyntata ogpehyje ce onwTe OeLiere
jegHauvHe (20) y 06AMKY:

0--4Q +...l0 - - (21)
K -je-liaa*dx

roe je K uvHTerpaumoHa KOHCTaHTa.
Monasehn op penaypje (19), ce gobuja nomohy dopmyre

t=exp f x\dx
-2
_ J Qdx dx
=exp
|"‘|QdX+|fT F%‘fthdx
MowTo je
» 2 2e 83‘“ -2 \
«-S yArr-ifi,,-——-- 21«[K-je dx j+ Const,
3a t Hanashio ax
t= (23)

K'S e-‘f(]I‘dX

roe je Kx HoBa uMHTerpaumoHa KOHCraHTa.
Mpema penaumjn (17), dyHkumja P Mva 06nK
—i f Qdx
, Kx e
®CY=Q+Qa+/ N (24)
K -1- dx
MpBu of upobnema copmynucaHux y % 2 ose pacnpase
pelleH je obpacuem (24).
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4, Kao nocnegnua ycnosa (14), uvjm je pasBujeH 06MK
part penaumjom (16), nobunja ce
Yx“Y- (25)

Pewera jegHaumHa (1) n (6) BesaHa cy penayyjom (10) ,
Koja ¢ 063mpom Ha ycroB (25) noctaje

2 (®- Q' - Q)  y24(P'- 2
+(pp"-pd,+2p20 -2p ,24+4<5 d -2 2 =0,

AKO ce y jegHaunHy (26) yHece BpefHOCT 3a @ geduHU-
caHa obpacuem (24) n Tako (hopMUpaHa jefHauYMHa peLun o Yy,
Jobuja ce, nocne 3aMeTHUX M3padyHaBarba:

-2fQdx
. wle
fi-Q- —2 jQx

K-Je
(e
Q -
K-Se-2fQ-dx ’
rae cy wy U w2 KopeHu jefiHaunHe
w2- ®- Kx=0

@7
-2fQdx

yn-

pelleHe Mno o .

5. Hanpepg go6ujeHn pe3yntat MOry ce OBakKO Pe3MMpaTu:
CtaB. Riccati-eBa AndepeHd

-if Qdx
Voryp=Qr@+  KE
X s e-fQ* dx*

«
[Q=Q @K=Const, K1=Const]
TpaHchopmyje ce ycebe caMy CMEHOM

-ifQdx
KxB

(k-fe-~dxj

T:p+ -2fQdx

Yx-Q-
K-je-“fQt’ dx

roge je y1 Hosa HeuosHawa hyHKuKja.

YoueHagudepeHuujanHa jegHaunHa je uHTerpabunHa, jep
.Cy Mo3HaTa fBa: tbeHa napTukynapHa pewewa (27).
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6. Ja 6n chopmyne 6une jedHOCTaBHUje, MECTO MPOUN3BOSLHE
hyHKumje Q ysBewhemo apyry dyHkumjy oa.  CtaBUMO

A=Y,
roe je
A=A(),
byoyhn pa je tapa

exp [-2JQdxj =",

nvia ce

Y wuspasy 3a ¢yHKumjy @ durypuwie caga camo jegHa
KBagpartypa.

Mecto dyHKumje A (X) yBeaMMO HOBY (yHKUM)Y M (X)
nomohy copmyne

J =p/
A2 P
A =0 2,
ojakne cnepyje:
_3_
=-y (4T 2F"

_A _3
A'=4(N) 22y (v) VT
o '
A 4 11 2 pt!

MNpema TOME, 3a & Hanasnmo:

1™, [fip2
2 pr+(/(-p)?
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MapTukynapHa pelerwa (27) umajy caga O6JIvK:

C-p”
UI
/C-p”’

roe cy co, W co2 pellera jegHaunHe

(28)

w2- w- /IC,=0.

Ha ocHoBy mm3/ioXkeHOr cTaB, HaBefeH y § 5, Moxe ce
dhopmynucatm v Ha cnegehm HauuH;

Ovdepewwanta
ay . ,2 vla Kry"
c]).i_ y 41y e w+(/(—w2” (29)

roe cy: P Ma KakBa (OyHKUMja NpPOMeH/bUBe a n /C ma
KakBe KOHCTaHTe, WHBapujaHTHa je  0A4HOCY Ha TpaHcdopma-

unjy tyHkumje

= . 30
Y= 10" (30)
/C-p
roe je /, HoBa yHKUWMja.
Ha kpajy, ako ce cTaBwu
/C- p=06(x),
/C, =a =Const,’
penayyje (28), (29) n (30j UMajy PecnekTUBHO OBE O6GJ/IMKE;
1 o g
W= 2 T
loe o (31)
Yn~ 2 -O-+“2 9
du , 3/9'w 1 @" , 02
“419) 21T +oft) ; (32)
19 /6N 1
Yy 2 0 +al6]" 10" 6° (33)
2 0 ©

roe cy W, U o2 KOPeHU jefHauvHe

w2—o—a =0.
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/
M3 npetxogHor ce BUAM Aa CMO Yy penaumjama (28), (29),
(30), morna y3etn fa je m

K-6,
a Aa TMME He YMakMMO FeHepa/iHOCT pe3yTarta.

7. Hanpen manaxkeHe unkbeHUUEe omoryhaBajy ga ce dop-
My/vLle OBaj.
CtaB. Riccati-eBa auchepeHumjesHaul
3/0"F -H],_q_
dx y 4 2 (34)
(o =Const ()
LpaHcopmyje cev ce:e camy CMeHOW (hyHKuLLe
16" /O\V 1
2 @ +a 86 10 6°
yi+2 9~ 0
Tj nocMallipaHajelHaumMHa ocuia e MHBaoMjaHLLUHA M UMa 06KK
@72 16 .62

al 2-1T +a(t)

0 je npowusBo/bHa hyHKLMja MPOMEHLMBE X, &/ ce MpeT:
rnocrtassbal):

1° HenpekugHoCT yHKUuje 6 Yy jeoHOM rocMaTtpaHOM
WHTepBasly NMPOMEH/BUBE X;

2° ersucreHumja vU3BO4a, KOjuU ce MnojasBsbyjy y hopmysiama,
U TO Yy WUCTOM WHTEPBasly MPOMEH/BMBE X;

3° O(x) (hConst.
Y3eBWwWM Yy 063up napTTKynapHa pewena (31), onwrte

pelwiere jegHaunHe (34),y ciyyajy Kaga je ad rnacu:
10" ) Pl o) —x
21 016 y @7
10" e
Y+T 6 ~021

JHa aHanorvyaH HauvH Hanpeg je npebyTHO MpeThnocTaB/beHa: Hempe-
KWAHOCT (hyHKUMja
Q(X), A(X). w(x)

N ersucTeHuMja HUX0BUX M3BOAA Y WHTepBany HenpekugHoctn. OBUM ycno-
BUMa Tpeba A0AATM jefaH [OMYHCKU YCMOB Ciu4as OHOMe rope nog 3° 3a
yHKUMjy O(X).
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T
G‘--w .
O A ™Y
1@ o
Y+, o ®2T

( M =npou3BosibHa UHTerpaLmoHa KOHCTaHTa)
Byoyhn pa cy oo u o pellewa jegHaunHe
W 2 -

eu - a

= 0,
MOXXeMO CTaBUTU

w,

i, 1= V1+4a.

KapaktepuctudHa gyHKanja Kojy cmMo yBenu y § 2
n3padkasa ce, nomohy yHKuuyje O(x), npema opmyv

1
<?70 - 2 p': Y
CopeHaBefeHbI

cTas
nocrasneH y § j

MOLIMYHO pelasa MPBM nNpobnem
jep je HaheHa HajonwTuja GyHKUuja P (x)
A,s 3/6"\2 1 @ g\
®K) 4(o" " B
koja ogroeapa MpoOW3BO/bHOj KapaKLepUCWNYHO] PYHKUMjU
Q( x) ogHocHO L
8. MocTaB/ba ce caga nuTake Koje je Beh hopmynmncsHo

y § 2 (gpyru npo6bnem), ga ce 3a fpgato ® () Hahe Q(x)

pedmHucaHo JepHavmHom (16). Mo Q jegHauuHa (16) npeTcTtaB/ba
OvdepeHuyjanHy jeaHaunHy Tpeher pefa

Ako 6UCMO ycnenu ga pewvmo Taj npobnem, 3Havnnio 6u
pa cMmo nonasehm of pate Riccati-eBe jegHavnHe

% +]2=¢ (X)
(® =pata dyHKUMja NPOMEH/bMBE
Q,Tj. cMmeHy

(35)
Hawnm

y=Q+ MRS
N+y[M®-C'-<22]'+$

logyieH 360pHUK*

12
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Koja jegHauuHy (35) npetBapa y jefAHavnHy

Tj. TpaHcdopmyje je y cebe camy.
HepaBHO, ga Taj NpoGnemM He MOXXEMO PELUNTU C 063MPOM
Ha no3Hatu Liouville-oB cTaB.

Y ctBapwn, oBge je npobrnem wuvHTerpauuvje Ric cati-eBe
jefHauMHe CBeAEH Ha WU3HaNaKeHe MNapTUKY/IapHUX peLlera
jegHaumHe (16), roe je d(gr) gata dyHKUMja.

Fnasa pgpyra

9. Y nNpeTxofHoj rnasu y jeoHadyvHu

(36)
M3BPLUMAM CMO CMeEHY (yHKUnje
_Q
Y= ¢+l ]7>
Capga hemo nohu og cmeHe hyHKUMje onwiTnjer obnunka
Qz+R
Yy — ¥ (38)

rae je Z HoBa HernosHaTa yHKUMja 1 rge cy
@RT
hyHKUMje on X TakBe faa je
QT-RroO.

AnbepeHunjanHa jegHauvHa (36), Kaga ce Ha PyHKUUU Y
M3BpLLIM BunMHeapHa TpaHcdopMaumja (38), gobula 06nmK

% -.A{x)r +B{x)z+C{x), (39)
roe cy koegumumjeHtn A, B, C gemHucaHm obpacumma:
® p' p2
A (x —P P
QT-1T~
o _2lT®-2Q0R+Qr-QT-R
O{X) QTAR » (40)

TZ¢-Rz+RT'-R'T

€)= QT-R
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Riccati-eBa jegHauuHa (39), ako ce Ha QyHKUMjK
M3BPLUM JIMHEapHa TpaHcopmMalmja

1 1,A" B\
2' A 212 A~ (41)
[o6uja NOHOBO KaHOHUYKU O6GNUK
(42)
roe je
® /ru (T<U-QR+Qr-#)Ne -QR-<?2T)
n) ( Q
(@- Qp2( P ® RT'-
(QT-
Q"T+Q'T'-(T<t>y + (QRy
QT-R
TO- QRQt (®- QI
+ QT-R ’
3r(@- -Q2'y
+T 1 ¢ -Q'-Q*
1§07 ¥
2 o -Q'-Q*F
10. MoTpaxkumo ycrioB ga 6u jegHadunHa (36) octana

MHBapujaHTHa Kaga Ce Ha (yHKUMU Yy U3BPLWKN OuIMHeapHa
TpaHcgopmaumja (38), y Kojoj je z pedmHucaHo chopmyson (41),
roe cy kKoeuuujeHTw

A (x).,B (x)
patn copmynama (40).

TpakeHU YycnoB jecTe jegHaduHa (43) y KOjoOj jowl MecTo
Dj( X)rpeba ctaButn @ (z).

N3 jegHaunHe (43), rae je ctaB/ieHO
Pr=9o,

12*



180 O. C. MuTpuHosuh (16)

rnocrne wu3BpLUeHa NpPOCTUX & 3aMeTHUX TpaHchopmaumjal)
[obuvja ce jegHaumMHa OocCTa jeAHOCTaBHOr 06/MKa

Q")~2Q (¢-Q')(44)
3 (®-C'-C2I2
+4 ©-Q'-Q2
-y (h-0'-<2T =o. 1

Kao wrto ce Buan, tyHKuuje M  yonuwTe ce He noja-
B/bYjYy YV jegHaumHn (44). Ctora Hehe 6UTK yMmaneHa reHepa-
HOCT pe3ysiTata KOMe Ce TeXXW, ako ce CTaBu

1° rR=0, 7=1, Qr 0;

2° R=1 7=0.
Y obagBa cny4aja 3a40BO/bEH je YyC/OB
QT-RiO
Nnof KojuMm cy u3BefeHe MNPeTxXofHe TpaHcopmaLiuje:

MpBn of HaBegeHWX cry4vajeBa BeEh CMO UMaM Yy MPBOj
rnaBu oBe pacnpase. Jpyrn cnyyaj gonywTa v moryhHocT

p =o.
11. AKO ce, Kao y NpPeTxoAHOj rnasu, CTaBu

® - Q- Q*- 1

1) KoegpuumnjeHtn y3 R' n V ugeHTudkn ceanynupajy. KoeduumnjeHt

y3 [2je
C [Q(®- -20'(P-<?)],

roe je

A~(QT—/N2(P- @'~ ¢2).

KoedpuunjeHT y3 RT jecTe u3pas:

KoedpuymnjeHt y3 R2 je obnuka
X [R(- <)-2<7 (-

Tako jegHauyuHa (43), npaheHa ycnoBOM

DI1=P,
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anbepeHumjanHa jegHadnHa (44) noctaje
ve 1 t"
2Q'-- 5
Q T +T1T-<x-°-
a Ta jefHaunHa vAeHTUYHa je jegHauvHW (18).

YoctasioMm, jegHaunHn (16) mMoxke ce gatu o6auk (44) nop
MPeTnocTaBkoM Aa je

Qio.
Y jegHauuHn (16) m3BpLLIMMO OBY TpaHcdopmauujy:
N3pa3
ap P - Q@
Qt+ p ®-p'-p2
rnocraje
-2pp*(®-po  p2(p"-P’)
p(®P-p'-p2
Ako je p~NO, wumva ce:
pr-d P - @ - P2
p*-p ®-p'-p2 («)
_p(®-p")-2p (0 -p)
®-p-p2

Penaupja (44) moxke ce Hanucatu Ha criefehn HauunH:

p(d-p)-2p(P-p) 3 (P-p'-pIJ2
®-p'-p2 4 (P -p'-p2I2 ad6>

1(®-p'-pr1

2 ¢ _p'_p2 -

y3uma 061K
1lp(®-p")-2p" -] 2

3 (®-p'-p)2

+4(e-p'-pP2
1(@_p-p2)" n
2 ®-~-03

MowTo je
QT-RrQ

nocneawa jefHaykHa ce cBoAuM Ha (44).
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AKO ce y3me y 063up maeHtuteT (45), 3ak/bydyje ce fAa
cy ycnosu (16) w (44) ogHocuo (46) eKBUBA/IEHTHU ako je o

Y cnyyajy ako je Q =0, Taga pacmartpara y NpBOj rnaBu
He Baxke. YcnoB (44) 3a 0 =0, noctaje

2" -3¢ '2=0,

a To je cny4yaj Koju je npoydaBao M. Kype HC Kuinl); Ha
TOMe cny4ajy Hehemo ce 3agp>kaBaTul.

12. Y |egHoj HOBOj pacnpaBy nooyd. hemo, Ha ONWTUjK
Ha4nMH, MuUTake O WHBapuaHTHOCTM Riccati-eBe jegHaunHe

-£-A{x)T* +B{x)y + C{*)

3a TpaHcdopmaumjy obnmka
__0(x)z+R(X%

{QT-RSi Q

M nokaszahemMo WUCTO Tabo [pga ce npobsem M3 OBe pacrpase
MO)Xe [OBEeCcTM y Be3y ca nojMoMm wyle TouHchopmauuja U ca
OMLwITOM TEeopujoM WHBapujaHaTa AuepeHUM,afiHNX jefHayvmHa.

4. C. KUTPUHOBUY

OB OAHOM KJIACCE YPABHEHUN PUKKATMN,
MPEOBPA3YEMbLIX B CAMMX CEBA

(BbiBOA)

B 3Toil cTaTbe, MeXAy MNpoYMM, [OKa3blBaeM CefyloLlyl0 Teopemy:
YpaBHeHuUe Pukkatw

(R)
(a=consty 0)
) M. Kourensky, Sur léquation de Riccati (Rendiconti délia

R. Acaaemia dei Linceit Classe di Scienze fisiche, matematiche e natu-
rali, sérié sesta, vol. 9, 1929, p. 956—957J.
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npeob6paxaeTca B caMo cebss NMOACTAHOBKONW GYHKUUMKN

1@
I 6*
2 0T

rae O(X) npoumssonbHas GyHkuusa ot X [Q{x)fbconst], Hene-
pepbiBHass W MMewuwas TPpW NepBble NPON3IBOAHLIE.

O6uwee peweHne ypaBHeHUa (/?) gaHo pensaynein!

1 6
N2 7 *wl0 -
Lo =M d2~wl

rae:
M =npon3BoNbHOE MOCTOSHHOE,

U5, a2=KOPHMW ypaBHEeHUs

w—e—a—o0.

b. S. MUJRINOVITCH

SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS DE RICCATT INVARIANTES
RELATIVEMENT A UN CHANGEMENT DE FONCTION

{Résum¢é)
1. On considere I’équation différentielle de Riccati sous la forme
canonique
|+ /= pW. @
et lon effectue sur la fonction inconnue y la substitution bilinéairel)
2(®-Q'-Q
N QH2(P-Cr- ) (A+(?)+(® -Q - 02" (2)
ou2:
1° Q n’est pas une solution de I’6quation (1)] signifie

une fonction arbitraire de X, continue et dérivable;
2° yx est une nouvelle fonction inconnue.
L’équation de Riccati (1) se transforme alors en

&+ y\= dIM.- (3)

1) Voir:
. L? S. Mitri novite h, Quelques propositions relatives a Véquation différentielle
de Riccati (Bulletin de VAcadémie serbe des sciences, série A, t. 6. 1939, = 132-135).
bl 2, Dans cette étude, les accents marquent des dérivées prises par rapport a la
variable x.



384 O. C. MutpuHosuh (20)

avec
cp.(x)=q>+y"§ ' (4)
3(P-(y-py2
+ 4 (9-(?-(?2)2
i(®-p'--p2"
2 ®-0'-C 2
, ®-Q '(¢-0'-p2

tp ®-plp2-
De la relation (2) il s’ensuit que

(®-<7-(?2T

PP" PO +2p29-202+40'D-2D2
+ 2Q(0-Q'-Q2)

La relation (2), c’est-a-dire la relation (5), relie les intégrales

y(x) et yx(x)

des équations de Riccati respectives (1) et (3), données sous la forme
canonique.

La transformation (5) a donc pour effet de conserver la forme de
réquation (1): en fait, il existe des transformations changeant des formes
déja canoniques en d’autres formes canoniques.

IL On propose le probléme de déterminer des équations de Ric-
cati se transformant en elles-mémes par le changement de fonction
(5). En dautres termes, on cherche des équations de Riccati gm
restent invariantes relativement a la transformation (5).

Si Fon compare I’¢quation (1) avec (3), on fournit la relation
D(x) = Pr(Y) 0
comme Iéquation du probleme proposé.
La condition (6) étant satisfaite, il s’ensuit que
Y=y (B
La relation (6), daprés (4), prendla forme
Q" ¢, 0 (P-p-pJ2 1
e 4 (®-p'-p22 {0}
1 (9_p'_p2" ¢_p'(o_p'_p2
2 g_p'_p2" q ®-p'-p2 u*
L’équation (8) rentre dans le type d’é¢quations de la forme
F(e, 0" 0" P, al p*, p")=0,

donc c'est une équation différent;el(e indéterminée a deux fonctions
inconnues @ et Q, mais dans laquelle ne figure pas explicitement la
variable indépendante X.
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On peut proposer ces deux questions:

1° On donne la fonction Q yc) qui sera nommée: fonction caracté-
ristique associée a 1équation de Riccati (1); il faut trouver la fonc-
tion @ (x\ définie par I’équation (8), qui est en ® du second ordre;

2° On donne la fonction @ (*); il faut trouver la fonction caracté-
ristique Q (X), définie a l’'aide de I’équation (8) qui est en Q du troisiéme
ordre.X)

I1l. Pour résoudre la premiére question, posons

©

dans (8); on obtient

=0 (10)
Par la nouvelle substitution
J\dx .
t=e (1)
(q=une nouvelle fonction),
I’équation (10) se transforme en
A 1pp
) - +4 </=(.
dx m-2pn+4 <7=0 (12)

i En analysant I’¢quation (12), on constate le fait important que la
derniere équation admet comme intégrale particuliere la fonction

4i--4Q.
La solution générale de I'équation de Riccati (12) est:

-2 J'Qdx
4=-4Q+- o 3)
K- Jexp (-2/Q dx) dx

ou K désigne une constante d’intégration.

Si I'on effectue les calculs exigeant les formules (11) et (9j, on
fournit
- 4j Qdx
Kre
OM =<7+C2+ 7 (14)

£K—J e*p(-2 f Qdx) dx |

Ki étant une nouvelle constante arbitraire.

En profitant de la forme arbitraire de la fonction Q (ar), on peut
fare disparaftre dans la relation (14) le signe de quadrature, en laissant

i 1) Dans ce résumé, on se contente de traiter la premiere question. Dans la méme
étude, écrite en serbe, on indique quelques remarques sur la seconde question.
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toutefois, toute la généralité a la fonction Q (x). Pour effectuer ceci,
posons tout d’abord

04-
A @Oétant une fonction arbitraire de x
La fonction & ( X) définie par (14), prend alors la forn
K\
1
o egr +; (15)
X k- Thoax

Si lon introduit une nouvelle foncticn arbitraire p (x\ a l'aide de
la relation
1,

la fonction @ obtient la forme

WAl 2 (K2’ (19
Si Fon pose enfin
/(-p=6 (x), /Ci=c«c, CC=COnste 0,
la fonction @, en vertu de (16), prend la forme définitive:
10 /e
® )= 1Y +“T

Les faits mentionnés plus haut donnent la possibilité d’é¢noncer le
résultat suivant qui est la réponse a la premiére des questions proposées
précédemment:

Proposition. L’¢quation de Riccati

dxy 4 @ 6 +alo (n)
(a=Constg 0)
se transforme en elle-méme par le changement de fonction

1 (e' \2 1

y=~~2Q+a\~
1 20 6

ou O(x) @ const désigne une fonction arbitraire de x, continue et possédant

les trois premieres dérivées. 1

La solution générale de I’équation (17), dans le cas ou v-@-~¢&lest

- @ ..
= MO
. '1 G" (€]
JT2 «' my
avec
M =constante d’intégration;

®l, e2=les racines de I’6¢quation
w2—a)—a =0.

IV. En proposant de résoudre le méme probléme pour I’équation
(1), en partant de la transformation bilinéaire plus générale que (2), on
trouve les résultats identiques a ceux déja fournis dans cette étude.



